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摘 要: 本文概述了岩土类材料大变形损伤破坏数值模拟的稳定结点积分高效无网格法，并进一 步 探 讨 了 脆 性 材 料 损
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Efficient meshfree simulation of the damage and failure of geotechnical
materials under finite deformation
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Abstract: An overview is given on the failure analysis of geotechnical materials under finite deformation by
using the efficient meshfree method based on the stabilized conforming nodal integration. The damage and
failure modeling of brittle geotechnical materials and the infiltration-coupled analysis are discussed. This
method employs a Lagrangian meshfree kernel function and the material failure is modeled by the coupled
incremental elastic-plastic damage constitutive relationship. The stabilized conforming nodal integration is
realized through strain averaging in the nodal representative domain and thus it exhibits a non-local
characteristic. Consequently the method can effectively model the complicated damage initiation and
propagation phenomena，and its robustness is demonstrated by several typical numerical examples.













法(EFG /RKPM) 由于具有良好的稳定性和数值精度得到了广泛应用［1］。然而由于 MLS /RK 无网格形函数不是
多项式，使得相应的伽辽金无网格法需要高阶的高斯积分，计算效率较低，同时这些方法也不能严格满足线性或
弯曲准确性条件。Chen、Wang 等人［2 ～ 6］分别从线性准确性和弯曲准确性条件出发建立了一般连续体和梁板壳结
构的稳定结点积分高效无网格法。已有研究结果表明稳定结点积分无网格法不仅可以有效解决自锁问题，同时








如图 1 所示，初始时刻研究对象( 如岩土类材料) 所在空间区域为 Ω0 ，边界为 Γ0。初始构形上的物质点 X∈
珚Ω0 = Ω0∪Γ0 经历的变形过程为 x = φ(X，t)∈珚Ω = Ω∪Γ，Ω 和 Γ 为 Ω0 和 Γ0 对应的当前构形上的空间区域和边
界。在当前构形上研究对象的虚功方程可表述为:
∫Ω δuiρaidΩ + ∫Ω δui，jσ ijdΩ － ∫Ω δui bidΩ － ∫Γ tδui tidΓ = 0 (1)
式中 ρ 为材料密度，ai 是加速度，σ ij为应力，bi 为体力，ti 为自然边界 Γ
t
上的面力，下标 i 和 j 表示空间自由度，对
二维问题有 i，j = 1，2。在拉格朗日无网格法中，如图 1 所示。
图 1 拉格朗日无网格离散示意图: ( a) 结点分布; (b) 结点代表域
Fig. 1 Illustration of Lagrangian meshfree discretization ( a)nodal distribution，(b)nodal representative domain
初始构形 Ω
－ 0
被离散为一组结点 XI，I = 1，2，…，NP ，移动最小二乘或再生核(MLS /RK) 形函数 Ψ I(X) 可以表
示为
［2］:
Ψ I(X) = H
T(0)T －1 (X)H T(X － X I)Φ a(X － X I)
T(X) = Σ NPI = 1H T(X － X I)H(X － X I)Φ a(X － X I{ ) (2)
式中 Φ a(X － X I) 为三阶 B 样条核函数
［1］，H(X － X I) 为 p 阶基向量:
H T(X － X I) = {1，X1 － XI1 ，X2 － XI2 ，(X1 － XI1 )
2 ，…，(X2 － XI2 )
p} (3)
基于式(2) ，位移变量 ui(X，t) ，速度变量 ui(X，t) 以及加速度变量 ü i(X，t) 的无网格近似为:
ui(X，t) = Σ NPI = 1Ψ I(X)diI( t) ; ui(X，t) = Σ
NP
I = 1
Ψ I(X) diI( t) ; ü i(X，t) = Σ NPI = 1Ψ I(X) d̈ iI( t) (4)
式中 diI( t) 为结点 XI 的位移系数。将式(4) 代入式(1) 即可得到无网格离散的运动方程:
Md̈ = f ext － f int
M IJ = Σ NPL = 1 {Ψ IΨ J Iρ0 ) (X L)·Ω0L; f int，I = Σ
NP
L = 1























; ΘT = ［σ xx σ yy σ xy］
f ext，I = Σ NBK = 1 (Ψ I t) (XK )·Γ tK + Σ
NP
L = 1















式中 I 代表二阶单位矩阵，ρ0 = Jρ，J = det(珟F)，珟F 是光滑变形梯度，Ω0L 如图 1 所示为结点 XL 代表域的面积，Γ
t
K 为边
界结点 XK 对应的边界长度，NB 为边界结点个数。式(5)采用了稳定结点积分方法
［2 ～ 6］
来进行空间积分。为了满足










Ω0L∫Γ0LΨ I(X)NA(X)dΓ， A = {X，Y} (6)








珘FiA(X L，t) = δ iA + Σ NPI = 1 ( Ψ
～





珘F －1Aa ， a = { x，y} (7)
式中 δ iA为 Kronecker Delta 符号。
为了模拟材料的损伤演化，采用如下的大变形增量型耦合弹塑性本构方程:
σ = C epd: ε + L:ω (8)
式中 ε 和 ω 分别为二阶变形率张量和旋转率张量，C epd为四阶弹塑性损伤张量
［9］。L 为考虑转动影响的四阶旋转
张量，其分量为:
Lijkl = (σ ilδ jk + σ jlδ ik － σ ikδ jl － σ jkδ il) /2 (9)
岩土类材料的塑性行为采用经典的 Drucker-Prager 强度准则来描述:
f(珚σ) = ‖珋s‖ + A珋I1 － R ≤ 0 (10)
式中‖珋s‖ = (珋s:珋s) 1 /2 ，珋s 和珋I1 为有效应力珚σ 对应的偏应力分量和第一应力不变量。珚σ 和 σ 可通过损伤因子 ξ 联系
起来，即 珚σ = (1 － ξ) － 1σ。损伤因子 ξ 取为［9］:
ξ =
［rc( rt － ri) ］
［rt( rc － ri) ］
， ri < rt < rc
1， rt > rc








式中 ri 和 rc 分别为损伤起始与最终的临界等效应变，rt = ∫
t
0
εdt 是当前时刻的损伤扩展临界等效应变。A 与 R 是






‖ ε + ‖dt; ε + = Σ
3
j = 1
〈λ j〉ej  ej; ε = Σ
3
j = 1
λ j e j  ej (12)





pw dΩ = ∫
Γ q
δpw qdΓ + ∫Ω δpw tr ( ε)S r dΩ － ∫Ω
Δ
δpw )·vw dΩ (13)
式中 pw 为孔隙水压力，ρw 为渗流密度，n 为孔隙率，S r 为饱和度，vw 为渗流流速，s 为基质吸力，tr ( ε) 表示变形率
张量 ε 的第一不变量，Γ q 代表渗流边界。式(13) 对应的无网格离散方程为:
Mw dw = gw，ext + gh + Gwdw (14)
其中矩阵 Mw 和向量 gw，ext，gh 及 Gw 中的元素为:
(Mw ) IJ = Σ NPL = 1 (Ψ I n
S r
s
Ψ J J) (X L)·Ω
0
















L + Σ NBK = 1 (Ψ I q) (X L)·Γ qK ;










式中 Dw 为渗透系数矩阵，dw 为孔隙水压力系数向量，γw 为水的重度，z 为高程水头，q 为边界渗流流量。
2 数值算例
考虑图 2 所示的三个典型算例:算例( a) 是为测试算法而设计的刚性模具内盛矩形土体模型;算例( b) 为土
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质边坡模型;算例( c) 为混凝土重力坝模型，主要目的是检验方法能否有效地模拟脆性材料损伤开裂，施加位移
与力荷载在原理上是等价的，为方便起见施加了位移荷载。其中算例( a) 和(b) 为粘土塑性材料，算例( c) 为混凝
土脆性材料。算例( a) 和(b) 中土体密度为 1900kg /m3 ，体积与剪切模量分别为 K = 27. 8 MPa，μ = 9. 3MPa;塑性
和损伤材料参数分别为 A = 0. 15，R = 0. 3MPa，ri = 0. 2，rc = 5. 0;饱和渗透系数 k
s
w = 5 × 10
－ 5 m / s，初始基质吸力 s0
= 18kPa，初始饱和度和孔隙比分别为 S r0 = 60% 和 n0 = 0. 4。算例( c) 中混凝土的密度为 2300kg /m
3 ，体积与剪切
模量分别为 K = 15. 02GPa，μ = 12. 85MPa，抗拉和抗压强度分别为 2MPa 和 20MPa，相应的塑性参数为 A = 0. 25，R
= 1. 64MPa。混凝土材料的损伤参数为 ri = 0. 01 和 rc = 0. 1。三个算例都采用平面应变假定，时间域采用中心差
分法来进行数值积分，时间积分步长取为 10 － 4 s。无网格近似采用线性基函数，结点影响域相对支撑半径为 1. 5。
算例( a) 和(b) 的无网格离散模型分别有 861 和 675 个结点。另外为了验证方法的收敛性，算例( c) 采用 488 和
1013 个结点两种离散模型进行计算。
算例( a) 的加载方式为左半部 L 形刚性模具以 10 － 2 m / s 先向右挤压土体 0. 2m 产生系列剪切带，随后上移
1. 5m。图 3 显示了土体在刚性模具作用下的复杂交叉剪切带扩展以及大变形损伤破坏过程，整个计算过程采用
拉格朗日描述，没有出现网格畸变引起的计算失效问题。算例(b) 考虑边坡斜面上 q = 30mm /h 的降雨入渗。在
降雨和自重作用下边坡的失稳过程如图 4 所示，可见所提方法可以很好地模拟剪切带的形成和大变形扩展。另
外根据图 4 中的边坡滑移面采用 Bishop 条分法计算的边坡安全系数为 0. 9，验证了计算结果的合理性。为了模




图 2 算例模型: ( a) 刚性模具内盛矩形土体模型; (b) 边坡模型; ( c) 混凝土重力坝模型
Fig. 2 Computational models ( a) square soil specimen in a rigid mould，(b) soil slope model，( c) concrete gravity dam model
图 3 刚性模具内盛土体损伤破坏无网格模拟
Fig. 3 Meshfree simulation of failure evolution for square soil specimen in a rigid mould
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图 4 降雨诱发边坡失稳过程无网格模拟
Fig. 4 Meshfree simulation of soil slope failure due to rainfall
图 5 混凝土重力坝滑动破坏无网格模拟: ( a)488 结点; (b)1013 结点
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